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GEOGEBRA A NIEKOI’KO EKONOMICKYCH APLIKACI{
KRIVKY UCENIA SA

DRABEKOVA, Janka — CERYOVA, Dominika, SR

Resumé: Kreativita je schopnost’ rieSit’ problémy novym, neobvyklym spésobom.
Interdisciplinarny charakter matematiky ponuka mnozstvo prilezitosti na rozvoj
kreativheho myslenia Studentov. V prispevku sa zaoberame rieSenim vybranych
ekonomickych problémov pomocou softvéru GeoGebra a exponencialneho modelu
— krivky ucenia sa. Interdisciplinarny charakter uloh zvyrazni bezprostredna vizbu
matematiky a ckonémie. Uzke spojenie znazornenia objektov s aspektom
reprezentacie a opis daného ekonomického javu dosiahneme pomocou grafickej
interpretacie riesenia uloh.
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GEOGEBRA AND SEVERAL ECONOMIC APPLICATIONS
OF LEARNING CURVE

Abstract: Creativity is the ability to solve problems with new, unusual way. The
interdisciplinary character of mathematics offers many opportunities for the
development of creative thinking of students. The paper deals with the solution of
selected economic problems using GeoGebra and exponential model — the learning
curve. The interdisciplinary character of tasks, underlines the direct relation
between mathematics and economics. Close links aspects of the illustration of the
object with aspect of the representation and the description of economic
phenomenon will achieve through graphical interpretation of the tasks.
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1 Uvod

Kreativita je schopnost’ hl'adat’ nové myslienky, spajat’ veci, ktoré na prvy pohl'ad spolu
nesavisia, riesit’ problémy novym, neobvyklym sposobom. Myslime si, tak ako aj
Rumanova akol. [7], ze matematické vzdelavanie by malo byt vnimané ako jedna z
prileZitosti pre rozvoj kreativity. PodPa Svecovej a Rumanovej [6] méze uditel podporit’
kreativne myslenie Studentov tym, ze pripravi tvorivé situacie, podpori iniciativu ziakov a
da priestor im novym a originalnym napadom. Podpora kreativneho a logického myslenia
studentov, by mala byt’ jednym z hlavnych cielov vzdelavania. Jednou z moznosti ako
tento ciel’ dosiahnut’, je vyuzit’ interdisciplinarny charakter matematiky a tvorit’ resp. riesit’
so Studentmi aplika¢né ulohy.

V poslednych rokoch sa neustile zdoraznuje nutnost’ aplikicie matematickych
vedomosti a zruc¢nosti pri rieseni problémov realneho zivota. Pretoze jednym z dlhodobo
pretrvavajucich problémov vo vyucbe matematiky na réznych urovniach $kol je jej
nedostato¢né prepojenie s inymi vednymi odbormi. Zakomponovanie aplika¢nych
matematickych problémov do vzdelavacicho procesu, umozfiuje hladanie novych
pristupov k vzdelavaniu ¢i k pochopeniu problematiky a ukazuje $tudentom zaujimavejsiu
formu matematiky. Aplikacné udlohy rozvijajd u Studentov samostatnost’, aktivitu
a tvorivost’ [5].

Vniest’ do matematického vzdelavania lepsiu nazornost a dynamiku mozeme
pomocou prostriedkov informaénych technolégii. Vplyv implementicie nastrojov



XXIX. DIDMATTECH 2016, EOTVOS LORAND UNIVERSITY, FACULTY OF INFORMATICS, BUDAPEST

informacnych technolégii (IT) vhimame prostrednictvom zmien vo vyuc¢ovani matematiky,
ktoré odrazaji aj nové naroky na matematické kompetencie na vsetkych stupnioch
vzdelavania [4]. V sucasnosti mame k dispozicii mnozstvo prostriedkov IT, pomocou
ktorych moézeme menit’ zakladné principy vzdelavania a stratégie ucenia matematiky.
Matematické softvéry nam ponukaju rozne pohlady aj na aplikované problémy a umoznuja
pouzitie novych pristupov kich tvorbe ¢i rieseniu. Vizualizacia totiz ulahcuje predstavu
daného myslienkového procesu ¢i javu a tym bezprostredne skracuje samotny proces
ucenia sa. My sme na vizualizaciu rieseni aplikac¢nych dloh vyuzili softvér GeoGebra. Hoci
sa na prvy pohl'ad zda, ze GeoGebra je softvér dynamickej geometrie, nijdeme v flom aj
siroki  paletu aplikdcii v matematickej analyze. Ide o volne Siritelny softvér
(www.geogebra.org), ktory v sebe spaja geometriu, algebru a matematickd analyzu. Jednou
z vyhod softvéru GeoGebra, ktora najviac didakticky zabezpecuje dostatocné objasnenie
zakladnych matematickych pojmov aumoznuje ich plné porozumenie, je dvojaka
reprezentacia vsetkych objektov: geometricko-synteticka a algebraicko-analyticka [8].

2  Krivka udenia sa

Znamy nemecky psycholég a filozof Hermann Ebbinghaus skumal pamit’ a vysledkom
jeho vyskumov boli krivky vyjadrujice zmenu mnozstva naucenej latky v ¢ase — krivka
ucenia sa a krivka zabudania. My sme sa v ¢lanku zamerali na krivku ucenia sa a na jej
vyuzitie v ekonémii. Z matematického hl'adiska patri krivka ucenia sa medzi exponencialne
modely. Ak predpokladame, Ze rychlost’, ktorou sa v ¢ase t ucime, je priamo umerna
rozdielu vietkych poznatkov, ktoré sme schopni zapamitat’ si a mnozstva poznatkov, ktoré
v ¢ase t mame, mézeme pisat’ [2]:
aQ

5 ~KB-Q).Q0)=,

Q(t) - mnozstvo poznatkov, ktoré mame v Case t
Q(O) =Q, - mnozstvo poznatkov, ktoré mame na zaciatku, teda v ¢ase t =0

B - je mnoZstvo vsetkych poznatkov, ktoré sme schopni si zapamitat’
Riesenim takejto diferencidlnej rovnice so zaciatocnou podmienkou pomocou
separacie premennych dostaneme rovnicu krivky ucenia sa:

Q(t)=B-A-e™, A=B-Q,
Ak Q(O) =0, tak m6zeme pisat™
Qlt)= All—e™), Ak >0

Krivka ucenia sa ma vyznam pre znazornenie dlhodobych cinnosti, pretoze pri
opakovanom vykonavani urcitej aktivity ¢lovekom, dochadza k znizeniu ¢asu potrebného
na jej realizaciu. Tuto exponencidlnu funkciu mozeme vyuzivat’ pri skimani vplyvu dizky
skolenia resp. praxe na vykonnost’ zamestnancov, ¢ize pri planovani pracovnej sily na
zaklade buducich poziadaviek, pri skimani vplyvu doby reklamovania na uvedenie nového
produktu do pozornosti T'udi, pri stanoveni ceny na zaklade odhadu buducich nakladov
amnoho dalsich aplikovanych problémov. V praxi, napr. pri skimani vykonnosti
pracovnikov, by sa vsak nemala aplikovat’ izolovane, lebo vysledok zavisi od skimanych

jedincov. Vysledné znazornenie vysledkov bude pripominat’ exponencidlny graf krivky
ucenia sa iba v pripade pozitivneho pristupu skimanych jedincov.
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3 Vybrané ekonomické aplikacie rieSené pomocou softvéru GeoGebra

V tejto casti uvedieme niekol’ko prikladov, pri rieseni ktorych sme vyuzili softvér
GeoGebra. Ide o ekonomické aplikacie exponencialneho modelu ,krivky ucenia sa®, ktoré
nam umoznia spojit’ matematicku analyzu a ekonémiu. Pri tvorbe dloh sme sa inspirovali
literaturou od autorov Barnet et al. [1], Grincova [2], Molnarova [3].

Priklad1

Podra stadie efektivnosti prace vo vyrobnej firme plati pre priemerného nového robotnika
nasledujuci odhad vykonnosti:

pocet mesiacov praxe | 0 5
hodinova vykonnost’ | 350 | 480

Vykonnost’ v zavislosti podla poctu mesiacov praxe sa riadi funkciou:

Q(t) =600 A-e . N3ajdime nezname koeficienty funkcie Q(t) a znazornime graf danej
funkcie. Pomocou softvéru GeoGebra zistime aka bude vykonnost’ nového pracovnika po

8 mesiacoch, ak hodinova vykonnost’ pracovnika bez praxe bude nulova a vykonnost’ sa
bude riadit’ tou istou krivkou ucenia sa.

Riesente:
Q(0)=600— A-e¥0 = 350=600— A-1= A= 250
Q(5)=600-250-6%° = ~120=-250-6° = In0,48 = -5-k = k = 0,147
Q(t)=600-250.¢ 7"

Po vypocditani neznamych koeficientov Ak, znazornime graf funkcie
h: Q(t) =600—250-e 047 pricom D(h) = <0,oo) a a: Q(t) =600 je asymptota so

smernicou funkcie h. Funkciu § dostaneme ak posunieme funkciu h v smere vektora

%
0 =BA, kde B[O, 350]; A[O, O]. Predpis funkcie § vidiet’ na grafickej interpretacii rieSenia

(obr.1). Vykonnost’ po 8 mesiacoch nam udava suradnica bodu C, ktory je prienikom
priamky C:t =8 a grafu funkcie §.

Grafickd interpreticia rieSenia:

Q(t) c:t=28
_g’_'_Q(j)__:_@O_O__.ggg_ _______________________________________________________________
b= Q(t) = 600 — 250 - ¢~ 01T
500 1
400 A
B0, 350]
300
b ) =250 ..
. [C[8,173
2001 - : 8,17
©g:Q(t) =600 — (250 - "M 4 350) = 250(1 — ¢ 1T)
100
0 t
-6 4 -2 0 2 4 6 8 10 1'2 14 16 18 20 22 24
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Zdver: Krivka ucenia sa pre vykonnost’ zamestnancov vo vyrobnej firme ma tvar
Q(t):600—250-e‘°'147t. Ak bude vykonnost’” nového pracovnika bez praxe nulova,

bude mat’ krivka ucenia sa nasledovny tvar Q(t) =250 (1—e‘0’147t). Vykonnost” nového

pracovnika po 8 mesiacoch praxe bude potom 173 (obr.1).

Priklad2
Priemerny zamestnanec danej firmy je schopny po t dnoch skolenia vyrobit’ 50 vyrobkov
za jeho pracovnu dobu. Pomocou softvéru GeoGebra najdite rieSenia na nasledujuce
otazky:
* Koflko dnf sa musel zamestnanec $kolit’, aby dosiahol takuto vykonnost’, ak krivka
ucenia sa ma tvar Q(t)= 120(1— e 008t )?
* Koflko dni sa musi zamestnanec skolit’, aby vyrobil 80 az 100 vyrobkov za jeho
pracovnu dobu?

Grafické zndzormenie rieSenia:

Q(t)
o)

e Q) = 120+ (1 — e 00

80

B12,80]

60
a:Q(t) =50 40 416, 50]

20

0 t
15 -10 5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Obt.2

Riesenie sme ziskali podobne ako v prikladel. Znazornili sme graf funkcie

fZQ(t):].ZO(l—e*O'OSt) sdorazom na jej ckonomicky realnu oblast’ definicie

a asymptotu so smernicou. Stradnice bodu A nim poskytli odpoved’ na prvi otizku. Pri
hladani riesenia na druhu otazku, sme vyuzili schopnost’ softvéru GeoGebra graficky riesit’
nerovnicu. Suradnice bodov B,C nam poskytli hI'adana odpoved.

Zdver: Priemerny zamestnanec danej firmy sa musi skolit” 6 dni, aby bol schopny
vyrobit’ 50 vyrobkov za jeho pracovnu dobu. Aby zamestnanec vyrobil 80 az 100 vyrobkov
za jeho pracovnd dobu, musi sa skolit” 12 az 20 dnf (obr.2).

Priklad3

Spolocnost’, ktora sa zaobera vyrobou priemyselnych hnojiv, predstavovala svoj novy
produkt prostrednictvom reklamy na billboardoch na uzemi, kde ziju 4 miliény I'udi. Po
vykonan{ prieskumu, tato spolocnost’ zistila, ze az 85% l'udi vedelo o novom produkte
vd’aka reklame. Funkcia vyjadrujuca vzt'ah medzi poc¢tom I'udi v miliénoch, ktori produkt

poznali Q(t) a poctom dnf reklamovania produktu t mala tvar: Q(t) = 4(1— g 00t )
= Ako dlho musela reklama prebiehat’, aby 85% I'udi vedelo o produkte?
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®  Koflko I'udi toho istého tuzemia bude vediet’ o d'alSfom reklamovanom produkte, ak
firma ma finanéné prostriedky maximalne na 10 dni reklamovania? Predpoklada sa,
ze vplyv doby reklamovania na uvedenie nového produktu do pozornosti T'udi, sa
bude riadit’ tou istou funkciou. Ulohu rieste graficky.

Grafickd interpretdcia riesenia:

Obr.3

Riesenie sme ziskali podobne ako v prikladel a priklade2. Znazornili sme graf funkcie

f :Q(t) = 4(1—e_O'O7t) s dorazom na jej ekonomicky realnu oblast’ definicie a asymptotu

so smernicou. Stiradnice bodu Aean f, a:Q(t)=0,85-4=3,4, nim poskytli odpoved

na prvu otazku. Pri hladani rieSenia na druhd otazku, sme vyuzili schopnost’ softvéru
GeoGebra graficky riesit’ nerovnicu. Stradnice bodu B niam poskytli hladand odpoved.

Zdver: Aby 85% obyvatelov vybraného regionu vedelo o reklamovanom produkte,
reklama na billboardoch musela prebiehat’ 27 dni. Ak bude firma reklamovat’ d’alsi produkt
na tom istom uzemi 10 dni, spozna ho 50% obyvatel'ov, teda 2 miliény I'udi (obr.3).

Zaver

Interdisciplinarny charakter dloh zvyraznil bezprostredni vizbu matematiky a ekonémie.
Pomocou edukacného softvéru GeoGebra sme uspesne vytvorili obrazovo-nazornu
reprezentaciu skumanych problémov a sformulovali hl'adané zavery. Pomocou grafickej
interpretacie rieSenia uloh sme dosiahli dzke spojenie medzi aspektom znazornenia
objektov a aspektom reprezenticie a opis daného ekonomického javu. Studenti Slovenskej
pol'nohospodarskej univerzity v Nitre riesili podobné problémy v ramci svojich
bakalarskych prac.
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